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Dedekind環으| 이데알 類群에 관하여
1. 序 •=-~
金 g옳 泰
Dedekind群 R의 商體 K에 있어서의 R의 0이 아닌 分數이데 알(Fractional ideal) 全體의
集合을 feR) 이 라 하면 ， feR)은 이데알곱에 관하여 R의 素이데알(Prime ideal) 全體의 集合
으로 生成되는 自由可換群(Free abelian group)을 이룬다. 이 群을 R의 이데알群(Ideal
group)이 라고 한다. 지금 feR) 中의 主이데알(Principal ideal) 全體의 集合을 peR)로 나
타내면 peR)은.f(R)의 部分群이다. 이때 商群 C(R)=f(R)jP(R)을 R의 이데알類群(Ideal
'Class group) 이 라고 한다. 特히 K가 有理數體 Q의 有限據-大體인 경우， 그 中 代數的 整數
全體를 R이 라고 할 때 R은 한 Dedekind環을 이추며 , 이 R의 이 데 알類群은 有限位數를 가
짐이 證明되었다. (Lang. 1970). 그러나 일반으록 Dedekind環 R에 대하여 그 이데 알類群이
반도시 有限群은 아니 다.
지금 Dedekind群 R의 任意의 0이 아닌 륭언 이데 알(Proper ideal) A=P~'P22 ...P장 (Pl,
•.. ， Pk는 서로 다른 素이데 알， η1 ， ...，짜는 自然數)에 대하여 fA를 A와 서로 素(Relatively
prime)안 R의 分數이데 알 全體의 群이라고 하고，
K A= {albia , beR, aR, bR은 A와 서로 素}
KA'l= {alaeKA, aeRp " a一 1eP~‘(i=1 ， 2 ， ... ;k)}
라고 한다. 지금 K*=K- {oJ 라 하고
i:K￥→feR) ， i(a)=aR
과 같이 정의하면 t는 群準同型(Group homomorphism)이 된다. 이때 i(KA'l)은 fA의 部分
群으로 되는데 商群 fAji(KA'l)을 射類群(Ray class group)이 라고 한다. K가 有理數體 Q의
有限樓大體이고 R이 그 代數的整數環인 경우에 이 射類群의 位數가 有限임이 밝혀져 있다
(Janusz 1973).
다음 2에서 付個論에 관한 Eicheler의 近似定理에서 諸導되는 結果로서의 KA'l의 한 住
質을 證導하고， 이 結果를 利用하여 3에서 이 射類群의 位數를 考察하기로 한다.
01 後에 위에서의 여러가지 記號를 但書없이 그대로 사용한다.
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2. 非아르키메테스 付植와 乘法슴同關係
Dedekind環 R의 。이 아닌 률안 이데 알 A=P'i""P~' 에대하여， 그 素因數 Ph''' , Pk에 t샌
한 R의 商體 K의 Pi 進付{il휠 (Pi adic valuation)를 각각 I IPl, ' '' , 1 IP.로 나타낸다. 이들 Pl , ·.. ,.
Pk가 서로 다른 素이데 알일 때 그에 대한 付f直는 서로 同f直가 아니다.
補助定理 1. dedekind環 R의 서로 다른 0이 아닌 素이데 알 Pl，P2， ，， ， ，Pk에 대한 Pi進付{흉
lip;에 대하여
IYilp'>l , jYi)pj<l (i~j)
인 元素 Yl，Y2"" ，YkEK가 있다.
證 明 Yl을 정 하기 위 하여 k에 관한 歸納法을 利用한다• k=2일 때 , PhP2는 서로 다
른 素이데 얄이므로 I J Pl' I In는 同f直가 아니다. 따라서，
!wlpl>l , !Wlp2도 l
Izlpl등 1 ， Izln>1
인 w，zlEK가 있다. y=w/z라 하면，
lylpl>l , !ylp2<1
이다.
다음에 IJ시Pl>l ， lyjpi<l (j= 2, 3, ... ， k - l)안 yEK가 있다고 하자. 이때 k=2인 경우의;
證明에서 와 같이 !t!Pl>1이고 ItI Pk<1인 tEK가 있다.
(i) IYlp.<1인 경우 :
Yl=Y라 하면， /Yllpl>l이고 j=2,3i ,.. ， k에 대하여 IYlI Pi<l이 다.
(ii) IYlp.=1인 경우 :
j=2, 3, ''', k-l의 각 j에 대하여 !ylpi<1이묘록，
lim IyntIPi=lim IyI~i It IPi=O
a→∞ η→∞
따라서 %늘 rj일 때 !ynt!Pi<l 인 自然數 rj가 있다. 지금 r=max {r2 ,r3' ... ,rk- d 이 라 할 α*1
3’ l=yrt라고 하면 ， !Yl!Pl>1이 고 2듣j듣k에 대하여 IYllpi<1이 다.
(iii) IYlp.>1인 경우 :
2듣j듣k- l인 自然數 j와 임의의 自然數 %에 대하여，
녀씬.!:.L-/ __ 냥 I pi
11 +yn Ipi 、、 !y- nlpi-l
이고 폈기f뿔뇨 =0‘。1 묘로 폈남響둡한0， 짜략서 %늘rj일 째난辯노 <1얀
휩然數 rPt 있다. 또，
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It I←걷-'-<1인 自然數 rk가 있다r
l-Iyl앓
에서
I.)’nt IPl _ . It jPl It IPl-•------ -----11+ynlpl - 11 十y-η I pl == 1+!yl-npl
에서 IYI P1>1이묘후 lim-냐kL-= l t [ Pl>l ， 따라서
”→∞ l十 [yipi.'
It I•
늘rl일 째 '·IPl >1인 自然數 rl이 있다. 마찬가지로 lyjp'>l이 묘록，
1+ Iyl감
녀낌J:L- _ Itlp‘ <'"""--꾀!?~_..
!1+ynlp
‘
- 11 +y-nl p, 슴 l-Iyl 넓
lim _I~’-• :.lh.-= It Ip，<1료 되어 ， n늘rk일 째
η→∞ l-jyl앓
에서 右邊。1 0에 收歡하묘로 左邊도 0에 收數한다. 짜라서 %늘N“일 째 l객_i I <훈안
11+y~ Ip, '"









에서 右邊이 0에 收軟하으로 左邊도 0에 收數한다. 따라서 %늘No일 째 1-.-_\ <숭-
1+yj Ip, …
인 自然數 No가 있다. 지금 max {No Ii ,j = l , 2, .~.， k} =N'이 라고 하고， a= 칠 팩든라고
,-‘ l+y}"
;용하면 모4돈 ， i(l듣i듣k)에 대하여，
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|α- 13; [p‘ 등 |객i_i I +2: 1파~I <e
I 1+yf !p, j ",, ; I 1+yf Ip‘
<l] 成立한다.
다음에 Dedekind環 R의 商體 K의 0이 아닌 元素 全體의 集合 K*에 서 의 한 合同關係를
定義하고 이 合同關係에 관한 한 性質을 調쭉한다.
定 義 1. R의 0이 아닌 한훌素이 데 알 P와 α，j3€K*에 대 하여 α/13가 P의 付f直環(Valua­
tion ring) Rp의 元素이고 a/j3-1€pn(n은 自然數)얼 때 a는 pn을 法으료 하여 껴에 乘法合
f司이 라고 하고 a프13 modpn과 같이 나타낸다.
定 理 2. R의 서로 다흔 0이 아닌 素이데 알 Pj，P2， · · · ，Pk와 自然數 nj，n2，. " ，ηk 및 131껴2'
....껴k€K용에 대 하여
a드하 mod Pi ‘ , i=1 , 2, .. o , k
언 a€K*가 있다.
證 明 일반으로 x€K*에 대한 P;進付{直 Ixjp;는 xR을 素이데 알의 팝오로 나타낼 때 P;
의 거듭제곱의 指數인 vex)와 O<ci<l인 한 c;에 대한 c:(X)와 같다.
지금 O<e/<c7'인 한 상에 대하여 e;= 113;1 p‘s/이 라 하고， e=min {el;e2 , ... ,ek}라고 정하면，
앞의 定理 l에 의하여， 모든 i=I , 2, ... ， k에 대하여 lα- j3;\p‘<ε인 d€K*가 存在한다. 이때，
Ia/j3;-11 p,<e/ I13;1 p‘ 슬e;/ 113;[ p，=상<ci‘<1.
따라서 a/껴; - 1은 付{直環 Rp，에 속한다.
한펀 ]a/껴;-llp‘=ci'α/!l ，- l) <ci’ 이 고 O<c;<l 이무흐， v(α/껴;- I» κ>0， 따라서 α/13; - 1
ξPi‘이 다. 곧，
a르껴; mod Pi" , i=I , 2, .•. , k.
3. 射類群의 {立數
Dedekind環 R의 商體 K에 있어서 ， R의 0이 아닌 한 륨이데 알 A=P j" P~2 .•.P깥에 대하
여 KA= {a/bJa,b€R, aR，bR은 A와 서로 素}， KA'I={ajd€KA, α드1 mod Pi' , i=I , 2, ... , k}
라 할 해， 射類群 IA/i(KA'I)의 位數에 관하여 考察하고 아울러 R의 이데 알類群 C(R)과
K A 사이의 關係를 調훌하기록 한다.
補助定理 2. R의 0이 아난 素이데 알 P에 대하여 環 Rp/pnRp (η : 自然數)의 單位元들
의 乘法群을 U라 할째，
KpnjKpn'l드U
훌훌 明 Kpn은 Rp의 單位元 全體의 乘法群과 같다 Kpn의 임의의 두 元素 α껴혜 대하여 ;
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αKpn' l=fJKpn’ l이 면 a껴-1e.Kpn' l ' 따라서 afJ-l프1 modpn이 다. 즉 a껴-1 - 1=ae.pn인 a가 있다.
이때 ， a=fJ+ajJ, 즉 a+pnRp=fJ+pηRp이 다. 따라서 ψ(aKpn ，r) =a+pnRp로 定義되는 全寫
(Surjection)인 群準同型
ψ : KpnlKpn'l• U
가 定義된다. 다음에 이 ψ가 單寫(Injective)임을 證明하자.
a+pnRp=l +pnRp
일 때 s， te.R-P에 대하여 α=f와 같이 나타내진다. 이때 P가 極大이데 알(Maximal ideal)
이묘로 tR+P=R이 다. 여기에서 自然數 %에 대하여 tR+Rn=R임을 歸納法으로 다음과 같
어 證明할 수 있다.
tR十pn-l=R이 라 가정하자. 이해 pn-l=pn-lR=pn-l(tR+P) CtR+pn , 따라서 ， R=tR+
pn-1ctR+ (tR+Pη)=tR十Pη 즉 R=tR+pn이 다.
따라서 tc+q=l인 ce.R, qe.pn가 있다. 이 때
sc+pnRp=s(추-웅)+pnRp=++p샌p=l +pnR
또， sc-l e.pnRp n R이 고 P가 R의 極大이데알아묘로 sc-le.pn, 즉 scKpn'I=Kp"1이 다. 한
펀 sc( 웅)-1=:::::ct=1 -- q드1 mod Pη이므로 X三÷ mod px ,~따라서 αKpn’ l=scKpn=Kp' ， 1 0) 다.
즉 ψ(αKpn ， I) =l +pnRp일 때 aKpn’I=Kp"1이 므록 ψ는 單寫이고 따라서 Kp'IKpn’ 1르 Uol 다.
補助定理 3. R의 0이 아난 륭이데알 A=Pl' P~2... P;'에 대하여 RI Pi(i=l , 2, "', k) 기- 有
騙알 때 , KAIKA'1은 有限이 다‘
훌훌 明 α， jJEKA에 대 하여 a ,fJe.Kp7,(i=1, 2, "', k) 이 다• aKA'I=fJKA'1이 면 afJ - 1e.KA' b 따라
서 모든 i=l , 2, ''', k에 대 하여 a jJ- 1e.Kp7;,r, 즉 aKp，! ‘=fJKp7;'1이 다. 따라서 群準同型
ψ : KAIKA'1•m=I Kp7'1KP'i‘ ,r, ψ(aKA ' I)= (αKp，!‘ ， 1> ' '' ， aKpZ‘ ， 1) 가 定義된다. aKA'IE
.ke rS"이 면 모든 i=1 ,2, ... ， k에 래 하여 αEKp'! ; ' I ' 즉 a三l mod Pr·이무록 aEKA'1이 다. 따라
서 ψ는 單寫이다.
다음에 ψ가 全寫임을 밝히자 II Kp7;IKp7; , 1의 임의의 元素 얘lKp~; ....껴kKp%‘' 1)에 대하여
定理 2에 의하여 a드fJi mod P7;인 αe.KA가 있다. 이해 a/fJi는1 mod Pi‘이 므로 α/fJ ie.Kpi'·'1>
즉 αKp7; ' I=fJ iKpi ; ' 1이 다. 따라서 ψ(aKA， I) = (fJ IKP1' r， .. ·，fJkKpZ‘ ' 1)로 되어 ￠는 全寫임을 알
수 있다. 따라서 KAIKA，1드IIi휠Kp'!;IKpi‘ ， 1이 다.
한펀 RIPi가 有限이묘로 RIP;드RpJP;Rp;에 서 RpJPiRp‘도 有限이며 , 결국 Rp;/Pn;Rp，도 有
限:록 완다. 따라서 補助定理 2에 의 하여 K양‘IKp7 ; ;1은 有限이며 , KAIKA'1프H샘lKpi;，jKp'!i，1
이묘록 KAlKA，!은 有限:0] 다.
定 理 3. Dedekind環 R의 한 0이 아난 質이데 얄 A가 있어셔.， JA/i(KiA)가 有限일 혜 ,
(1) R~의 61례 알類群 C~R)은 有限이고 R의 모은 0이 아닌 흉여테알 B혜 대하여 lB/i(KB)
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는 有限이다.
(2) 특히 A의 모든 素因數 P에 대하여 RIP가 有限일 때， 샌!i(KA' 1)도 有限이며， 그 位
數는 C(R)의 位數의 培數이 다.
證 明 (1) R의 이데 알類群 C(R)은 R의 商體 K에 있어서의 分數0]데 알群 feR)에 대
하여 f(R)li(K용)와 같다. 지금 寫像
ψ : IAIIAni(K*)•C(R)=I(R) li(K*)
를 ψ(B(lAni(K*))) =Bi(K*)와 같이 定義할 때 ψ는 分明히 單寫이다.
/ 지금 ψ가 全寫임을 밝히기 위하여 A를 素因數分解하여 A=Pi" P '2 ' •••P"‘와 같이 나타내
진다고 하자.
feR)의 任意의 元素 B는 A와 서로 素안 分數이데 알 B1과，A의 素因數 P1"" ，Pk에 대하
여 B2=ni~1 Pi(Po) (χ (Pi)는 整數)의 꼴로 나타내지는 分數이데알 B2와의 꼽오루 'B=B1Bz
와 같이 나다내진다. 지금 π'PiEPi블 RPi의
-
素이데 알 PiRp‘의 生成元素(Generator) 라고 할
째’
RIP1P2" ，Pk르RIPlfJRIP2잉...밍RIPk
이므로 右邊의 元素 (T， ...좌꾀"'， T)에 對應하는 左邊의 元素 πp.(πP iEP;)가 있다. 이해 πP，
는 또 RPi에 서 PiRpi를 生成하고 모든 j추i에 대 하여 πPi프1 mod Pj이 다. 지금
17 k _n(Pi)
=l1 i~1 πPi
라고 하면 α로 生成되는 主이데알 aR은
αR=Pi' (P, ) ...P 'k(P.) Qi'(Q, ) ...Q'h(Q. )
와 같이 因數分解된다. 단 Qf(QIl ...Qh (Q.) 는 A와 서로 素이다. 이해 分數이데알 Bα-1는A와
서로 素이며 B를 包含하는 이데알類와 같은 類에 속하게 된다. 즉
Ba-1i(K*) E1AIIAni(K*)
ψ(Ba-1 (IAni(K*)))=Ba-1i(K석=Bi(K*)
이다. 즉 ￠는 全寫이며 따라서 同型이다.
한펀 IAni(K*}=i(KA) 이 묘록 C(R)은 IAli(KA)와 同型이며 ， IAli(KA)가 假定에 의하얘
有限이묘로 C(R)은 有限群이다.
또 B를 R의 任意의 00 ] 아닌 률이데 알이 략 할 째 , 위와 마찬가지 方法오로 jBli(KB)르
C(R) 임을 證明할 수 있다. 이때 C(R)이 有限이므로 IBli(KB)도 有限이다.
(2) 지금 CfJ: K AIKA'1•i(K A)li(KA'1)을 cfJ (αKA，D -=aRi(KA' 1)과 같이 定義할 쩨 ￠는 全
寫인 群準同型이 다. 따라서 i(KA)ji(KA'1)의 位數는 KAIKA'1의 位數의 的數이 다. 補助定理
3에 의 하여 KAIKA'1의 位數는 有限이므록 i(KA)li(KA，D의 位數도 有限이 다.
R의 이데 알群 feR)의 部分群A로서， IA그i(KA) 그i(KA'1)인 關係가 있으으로 IAli(KA'1)
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의 位數는 IAji(KA)의 位數와 i(KA)ji(KA ' l)의、 位數와의 팝과 같다. IAji(KA)르C(R) 이 어
서 이 位數는 有限이고， i(KA)ji(KA' l)의 位數도 有限이므로 JA/i(KA ， l) 의 位數도 有限야며
R의 이데알類群 C(R)의 位數의 培數이다.
(師範大學 數學科)
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